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Abstract. Weintroducea newformalismto defineconformalconnectionson a vec-
tor bundle,endowedwith a conformalclassofpseudo-riemannianmetricsof signa-
ture (p q). Usinga bundlemap,calledisotropictransformation,weshowthat these
non-linearconnectionsare in one-to-onecorrespondencewith metricconnectionson
an enlargedpseudo-nemannianvectorbundle,endowedwith a metric of signature
(p+ 1, q + 1). Wethenusethis formalismto givean intrinsic definition ofCartan ‘~c
conformalcircles. Finally, asanexample,wegiveageometricinteipretationofsome
results ofrelativistic electromagnetism,connectingto eachelectromagneticfield a
conformalconnectionon thetangentbundleof thespace-timemanifold.

RESUMÉ

Nous développonsune notionde connexionconformebaséesur le conceptde con-

nexionnon-linéairesurun fibre vectoriel. Nousmontronsqueces connexionspeuvent
étreassociéesde façon biunivoquea desconnexionslinéaireseuclidiennessurun fibre

Vectorlel ‘<augmentC>>,scionunedCrnarcheinspiréed’un résultatclassiqued’algèbresur
le groupeconforme. Nous développonsen particulier de cettemanièrela notion de

<<cercieconforme~deCartan. Enfin,en guised’exemple,nousintroduisonsunecon-
nexion conformesur le fibre tangentde la variétéespace-tempsqui permetd’inteqréter
géométriquementdesschémasphysiquesde type<<électromagnétiquepur>>.

Key-Words: Groupeconforme. Groupeet espacedeMöbius. Transformationisotropique.
Connexiongénéralisdeconforme.
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INTRODUCTION

La plupartdestravauxrécentsconccmantIa notion deCOflflexiOfl COfllornheSc hascnt

surIa théoric desC-structures : N étantunevariCtC C~dedimensionn striclcmcnt

supCrieurca 2, on considèrcP
2(N), fibre desrcpèresd’ordrc 2 de N, dc groupc

structuralG2 ( n). Onpcul déuinirun sous-groupcH2( n) dc C2( n) isoniorpheii un

sous-groupcd’isotropicdc K(n), groupcde Möbiusd’ordrc n agissantsur ~ u{~}.
Onconsidèrcensuitcunsous-fibréQ(N) de P2(N) dcgroupcstruciural112(n). Dc

façoncanoniquc,on peut alorsdéfinir unc 1-formc sur Q( N) a valcursdans l’algèhrc

de Lie de K( n). Cetteforme estassociéca uneconncxiondc Cartansur Qt N), due

nonnale(cfparexcmple[91, [15], [18]) (I),

Notre démarche,heaucoupplus prochedes travaux de B. Cartan (12.aI), cst plus

générale.Elle s’inspiredu résultatalgébriquesuivant: Epq dtant un espaccvcctoricl

reel de dimension rn strictementsupérieurea 2, muni d’une forme quadratiqucde si-

gnature (p q), on considCrcl’espacevcctoricl: E~ ,~ = E~q ~ ‘ oh E~ cst

un espaccvectoriel de dimension2 muni d’une forme quadratiquede type (1,1). Par

l’intermédiaired’unc applicationinjcctive p quc nousappelons~4ransfom~ationiso-

tropique>~et qui envoie E.
1~q dansIc coneisotrope ~ ,~+ dc E~+i q* ‘ on peutas-

socierde façonhiunivoqucles transformationsconformesde Epq h des isontCtriCsde

i q-~ dCflnies modulo id, c’est-à-direa desélémenLsdu groupeprojccuforthogonal

PO(p+ 1,q+ 1).

N Ctant unc variétC C~ de dimension ri on considèrcun librC vectorici

= (Al’, ~r,N), debaseN ci fIbre-type Epq. On supposeque ( a pourgroupestruc-

tural CO( p, q) , groupcdessimihtudcs dc E~q’ ou de façonéquivalcnicquil existe

sur ( uncclasseconformedo métriqucspscudo-ricmannienncsdc type I p, q)

A partir du fibre ( nousdCfinissonslesfibres suivants:

• = (M1, , N), fibrevcctoriel <augmentC>>debaseN et fibre-type E7~~
Cefibre (~estmuni dunemCtriquepseudo-riernanniennede type (p + 1, q + I

• ( = (Al, ¶, N), fibre enquadriqucsprojeetivesdit fIbre <<do Möhius>’. Sosfibres
sont lesespaccsdo Mohius dCfinis a partirdesfibres eorrespondantcsdu fibre ~

La donnéed’une connexiond’Ehrcsmannconfornic sur Ic fibre ( Cquivaut h Ia

donnéeduneconnexionlinCairepscudo-riemannienneV sur ci cntraIncI’exisienee

d’unc connexionnon-linéaircD sur ( dite ~<conncxiongénéralisCcconforme”. Dc plus.

on peutCtablir un lien entre V et D de la façonsuivante:

g étantunemétriqucquelconqueappartcnanthiaclasseconformesur (, on dCuinit

un N-morphisme~ dc fibrationsdifférentiabiesde ( dans (~qui envoie los fibres

(I) A eeocliste, it convientd’ajouierIa publicationrécentedc Paul Gauduehon (ci. Bibliographic).
oh toutesecs notionssoul dhveloppécsscionun p0011 (Ic vuc original ci noiiveuu
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de ( dansle coneisotropedesfibresde (i correspondantes(paranalogieavec le cas
algCbrique,un tel morphismeest appelé<<transformationisotropique>>).

Soit (x~)unchemindifférentiabiedeN.Une section sde( vérifie:D~s(x~)= 0,

si et seulements’il existeun chemindifferentiable(~<~)de R~,qui dependde (‘i) et

s, teique: V~)<t(~9os(x~))=0.
On peutdoncenvisagerla notion deconnexionconformeselondeuxpointsde vue:

soit commeuneconnexionnon-linéairesurle fibre (, soit commeuneconnexionline-

airepseudo-riemanniennesur le fibre vectoriel ‘~<augmenté>>(i (selonunedémarche
analogueaucasalgébriqueoüon <<linCarise>>les transformationsconformesde E~8en
considdrantdes isometricsde E~1~÷1définiesmodulo id).

Danscccontexte,lanotionde <iconnexiondeCartan>>apparaItde la façonsuivante:

~ désignantla sectionnuIle de ( (( étantsupposede rang n = dim N), unecon-
nexiongénéraiisdeconforme D sur ( est dite de <<Cartan>>si Ds0 définit un N-iso-
morphismede fibresvectorielsentreIc fibre tangentde N et (. En considérantlacon-

nexionlinCaire pseudo-riemannienneV sur Ic fibre <augmenté>>(~‘ liée a D parla
relationsignaiéeplushaut,nousdonnonsunedefinition intrinsèquedes.~<cerclesconfor-
mes>>etdes<<droitesminima>>d’E. Cartan([2,a]), scionuneapprochebaséesurla notion

classiquededéveloppementdescourbes([5]).
Enfin, enguised ‘exempie,nousmontronscommenton peutinterpretercertainsrésul-

tatsconnusissusdestheoriesrelativistesdei’électromagnétismeenassociantaladonnée

d’unchampélectromagnétiqueuneconnexiongénéraliséeconformesurle fibre tangent
de la variétéespace-temps.On obtientainsi une interpretationgéométriquedu tenseur

d’impulsion-énergieélectromagnétique.D’autrepart,onpeutétablirqueles trajectoires
decertainesparticuleschargécssontdes géodésiquesde la connexionconsidérée.Ii
noussemblequ’il seraitintéressantd’approfondirla gdométrieconformequi sous-tend

cetexemple.
Ce travail est issu de la thesede troisièmecycle: <<Sur les connexionsconformes>>,

réaliséesousla directionde M. Crumeyrolle,professeura la faculté des Sciencesde
ToulouseIll. Jetiensaleremercierpourl’intér& qu’il aportea la lecturedecetarticle.
Jetiensd’autrepart aremercierM. LeborgncetM. Hijazi, respectivementprofesseuret

maîtredeconferencesa Ia facultédessciencesde Nantes,pour les nombreuxconseilset

suggestionsqu’ilsontbienvoulumedonner.

NOTATIONS

Epq désignel’espacevectoriel R’~,muni d’uneformequadratiqueQ98 non dégé-
nérCeetdesignature(p, q). Onsupposem strictementsupérieura2. E1 , estun espace

vectorielreeldedimension2 muni d’uneformequadratiqueQ11 non dégénCréeet de
signature(1,1). Onnote B~ et B11 les formesbilinéairesrespectivementassociéesa
Q~8et Q~.
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L’espacevectorici ~ E
1 ~,note ~ , estmuni do Ia formehilinéaire synie-

triquc B~,~+l dCfinic par: B~+1,q* t = Bpg ~ B11 - La formo quadratiqueQ~~+I I

associCea B~lq+ cstnondCgCnérCeet do signature(p+ 1,q+ 1). S’iI n’y apas(I’ am-

biguité, nousomettronslos indiceset désigncronslos formesbilinCaircset quadratiqucs

considCrécspar B ci Q respectivement.

Afin d’éviter los lourdeursdo lanotationmatricielle,nousdonnonscertainsrCsultats
dans lesalgèbresdo Clifford respectives

01pq et C1~,t ,q+ do E
1,1 ci do ~ 1 ,~+ I

Ainsi, -on Cent p pour Q( p) Si p est on vecleur,ci on exprime los isometricsdc

I parl’intcrniCdiairodo Pin (p+ I , q + 1), revCtemcnth doux feuiiletsdu groupc

orthogonalO(p+ I , q + 1) do E~+i . On rappellcquo cc rcvCtcmcntestdefini par:

Pin(p+ 1,q+ U ~O(p+ I,q+ 1)

h~(i~o(h)Th 1)

oh n dCsigneI’automorphismoprincipal do

= id surles Clémcnispairs do C1~,q+ ‘= — id sur les ClCmcnts impairs). (Pour

plus dc detailsof 3]).

On dCsignepar {e5}, i 1,2 ,..., rn uncbaseorthonormecdo E~5I = I pour

I < i < p = — I pour p + 1 < i < rn, par {e0, e,,~) unc baseorthonormecdo

E11 (e~= U ~ = —1) ci par {x~, i~.} Ia basedc Witt do E1 dCfinie par:

— U + ~ i - — U --

r0— ,, . T0.— ~

Danslasuite, chaqucfoisqu’il seraquestiondo diffCrontiahilitC, il sagira,saulnicntion

contrairo,do diffCrentiabilite C~.

I. LE GROUPE CONFORME DE E1,5

1.1. Le groupcconformede E~

DEFINITION I. I .1. (Inc application f : U -~ E7,q’ délinic SOT till VLI10r1 U do
dc classe Li

1 SLIT U, CS! due transformation confomicde E~ si ci sculemeni .M / ‘ap-

plication ia.ngcnic Tr f CS! 11110sinii/i tide do EUq pour lou! clement x dr I -,

EXEMPLE.L’invcrsion do 1)010(let do puissance1 definiesurIc coinplcmcniaiic do cOne

isotropcdo E~, par: ~ “—S , csi unetransformationconlomiedc E
7,~‘ -

Onnote CU I ‘ensembledos transformationsconformesdo E (‘ertailics ~ICccs

applicationsn’étantdCfiniesquosurdos ouvortsdo ~ , on munit C~,. dunesti-ucture

do groupo en proecdantdo Ia façonsuivanto (of ~ exoniple] I]. 1121):

On considereIa quadraiiqueprojectile ~( Cr,, is. I ‘ image I° a proir’clioli cIl~

noniquc 7- 17 I I {0 } UI do COfl( isolroj)r LpOilliL (
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de E~~1,q+ 1’ Cettequadriqucprojective,notée ~ est appeléeespacede MObius.

Le groupeprojectiforthogonai PO(p + 1, q + 1), quotientdu groupeorthogonal
O(p + 1, q + 1) de E~1~+tpanegroupe {— id, id }, opèresur defaçontran-

sitiveet effective. La restrictionde cc groupca ~pg’ notéeKpq, est appeleegroupe

deMöbius.

Onmontreensuiteque Gpq s’identifie naturcilementau groupeKpq. Pourcelaon
considèreenpremierlieu unecartelocalede

Soit ~ unpointdeE1,~.Ona: z= ir(Xx0+y+~x0.), avec yE Epq,()~,u)E

telsque:

+ Q(y) = 0

Notonspar U l’ouvert de defini parles ~ tels que ~ 0.
Si ~ estun point de U on a alors:

~= irop(y’) avec : =

, étantl’applicationinjectivede Epq dans Cp+iq+i définiepar

(1.1) p(y)=Q(y)x0+y—z0.

Unetelle applicationest dite ((transformationisotropique~.

L’application i.p dCfinie par: ço = ir o p, est un homeomorphismede Epq sur U.

Saréciproquep~estdoncune cartelocalede Epg.

REMARQUE. Si ~ estdéfinie,c’est-a-diresi p = 0 ou q = 0, Epq est homéomor-
phealasphereSm. Lacartelocaleprécédentecorrespondalorsalaprojectionstéréogra-

phiquedepole N sur ~ le point N étantdefini par: ON= e0.
L’action d’un element‘i’ de Kpq suni’ouvertdecarteU ~<induit>~uneapplication

f: U —‘ Ep,q, définiesurl’ouvertU de Epq,U = cOt(41_I(U)nU),parlarelation:

1= ~ ooip

Montronsquef est unetransformationconformcde Epq : Pour tout y dans U on a:
~of(y) =P o~(y).

Or “P estla classemodulo ±id d’uneisomCtnie “P de Ep+i,q+i, on a done:

Vy E U,xopof(y) = ito”!’ op(y)

D’oü 1’ on déduit:

(1.2) Vy E U,p(f(y)) =

ofl ~ estunefonctiondeclasscCi dans U.
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En applicant(1.2) a un chemindifferentiable (yt) défini dans U on obtientpar

differentiation:

p(f(y~))= Tf(~,)p(f(Y~))=

,.L~~(y~).(PoT~p) tit)

Le calculde Q~iq+ (p(f~.v~)))montrealons que:

Q~,~(f(v~))= ~

L’application f estdoneunetransformationconfonmede E~7.

On peutrésumercequi précèdepanicschema(1) (cf. figure(1)).

On considèrealors l’application i0 : Kpq ~ Gpq, définie par: i0(’P) = f. Cene
applicationétantbijective,on peutdoneidentifier au groupede Lie ~ (la loi

degroupeinduite sunGpq n’estautrequela compositiondesapplications).Le tableau
suivantdonne1 ‘expressiondesélémentsde Kpg associéspar i0 adesélémentsnotables

dc C,~(cf [1], [12]):
Dansla suitenousseronsamenésa considénerun sous-grouped’isotropiedu groupe

de Möbius. L’action deccgroupeétanttransitivesun E~,tousles groupesd’isotropie
sontisomorphes:ii estdoneIoisible deconsidénerle grouped’isotropiedupoint de Epq,

qui corresponda l’origine 0 de ~ panIa carte cc définie plushaut. Ce groupeest

donel’image panla projectioncanoniquc h : O(p+ I ,q + I) —~ PO(p + 1, q + 1),
du sous-groupede O(p+ I, q + I) conservantla droitc isotropc [~.] dc
Nous Ic noteronsC0..

1.2. CERCLES CONFORMESET DROITES MINIMA

Nouscommcnçonspardormerunedefinitionalgébniquedescenclesconformesetdes
droitesminima, introduitsparE.Cantandans[2.a]:

DEFINITION 1.1.2.
(i) On appelle cercie conformeI ‘intersection: Epq fl P( H) , P(H) désignant

I ‘cspaceprojectifassociéa un sous-espaceH de E~1,~+ deJaforme:

H = P0 ~ [v], ol) P0 est unpian artinien de E~1,q+ et v un vecteurnon isotrope
de P~-.

(ii) On appelledroiteminimado Epq, tout sous-espaceprojectifP(Ps) associé
a unplansingulier P3 de E~1q+ i

Laterminologiede<<cercicconlorme’>sejustifiepanefait qucsi la fonmcquadratiquc

Q pg sun Epg estdéfinie, les cenclesconfonmescorrespondentauxgrandscerclesde la
sphere8m selonI’homComorphismecntre ct gm
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Elementdo PO(p + I, q + 1) Transformationconformodo ~ip (tj)

défini parla classemoduto E~1luicorrespondantpar

±id de l’isomCtrie “P do l’isomorphismezo

E~+1,~+1“P ( z) = ~(h)zh ~, (ExpressiondansC1~,1)

ohhEPifl(p+ I,q-i- I)

fEO(p,q)

est l’iniection canoniquo

O(p,q) —*O(p+ l,q+ 1)

6 = exp(xoa)= I + 10a

ohaE E~1(cxpdCsigne ~i y+ a

l’applicationexponentielle Translationdo veotow- a

dc C1~+i,~+1)

6 = cxp (~~eoem+i) 0 ~Y, ~ = exp(-~)

aveer~E R HomothCticpositive do E~1

6 eo p —. -- inversion 2

p
dc pole0 de puissanecI

dCfinic pourp
2 ~ 0

h = exp(axo.) = I + axo~ p —. ij(l + ap) quo (I + 2 B( a,y) + a2 ~2)

I’on peutaussi Corire

p + a

P l+2B(a,y)+a2y2
C’estmcatransformation

conformespCciaic~,

dCfiniepour:

I + 2B(a,y)+ a2p2~()
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La propositionqui suit donneunecaractCrisationdiffércntielle deschcminsparamé-

trésde dont I’image estsunun ccnclcconlorme(rcsp. sununedroite minima).Par

abuscescheniinsscrontappeléscercicsconfonmes(resp.droitcsminima).

PROPOSITION1.2.1.

(i) Pourqu’ un chemindifferentiable(tj~) do ~ simpleel régulier, définisur
un intervailc I do IR, soil un cercleconforme(wsp. unedroite minima), ii faut et il

suflltquel’on alt:

= ir( z
1)

ot) (z1) est un chemindifferentiablede E~+1,q+ définisur I, vérifiant en tout point

les trois conditions suivantes:

D Qp+I,g+I(Zt) = 0

(1 ii) ~(z~) = 0 (rcsp. ~(z1) = 0)
(r étantunparamCtrccon venable sur la courbe)

iii) Qp+1,g+iCZ1)~O (resp. Qp+t,q+I(±t) = 0)

Supposonspar cxcmplc quc l’imagc du chcmin (ij~) soit lo cerclc conforme:

fl P(H), P(H) CtantIc sous-cspaecprojcctif associCa: H = P0 ~ [v], oh P0

estunplanartiniendo E~÷1,g+ et v un veetcurnon isotropcde P~-.

Soit {~, x~.} uncbascdo Witt do P0.

Les hypothesesfaitcs sur Ic chemin (‘it) pcrmeuentdo dCfinir un changcmcntdo

paramètrct —~ r(t) tel quotout point do (~~)s’écrive:

22i /

= ir(r(t) v + r(t)v —

(On pout faire tendre r(t)~vensI’infini ci obtenirainsile point ~

Lechemin (z1) do E~Iq+I défini par: z~= r(t)
2v2x~+ r(t)v — x~.,vCnificles

trois conditions(1.3).

Invcrscmcntsupposonsqu’il existcun chcmin (z
1) dc E2÷I ,q+ I dCfini sur 1, yen-

fiant los trois conditions(1.3) dc la propositionprécCdente.

On a alors: z1 = ~- v1 + rv2 + v3, oh (v1 , v2 , v3) sontdesvecteursconstantsdo

Ep+ig+i telsquo:

v~= v~= B(v1,v2) = B(v2,v3) = 0,

B(v1,v3)+ v~= Oct v~~0
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L’imagc du chemin (i~) défini par: ~ = ir(z
1) = it (~-rlo

2v
1+ r(t)v2 + v1) ost

donesunlc cercieconformo:

EpqflP(IV1,V3] ~[v2])

Lc casdesdroitesminima estanalogue.

II. CONNEXIONS CONFORMES SUR UN FIBRE VECTORIEL

11.1. Preliminaires

Dansccchapitre,N dCsigneuncvariétC différenticllc C~, tie dimensionn, para-

compacte.

NousutiUsonsparailleunslesnotionssuivantes:(of [4], [5], 116]).

Soit ( = (Al, ii, N,F, C) un fibre do baseN, projection ii, fibre-type F ci groupo

structuralC. Si I’actiondo C sun F esteffective, ( estlofibredo fibre-typo F assooiC

a un fibre principal P(, quenousappelicronsfIbre principaldos repèrcsdo (
On appelle G-connexiond’Ehresmannsun ( toute conniexionassociCca uno con-

nexionpnincipalesur P(.

Unetelle connexiondéfInitun transportparallClcdans M Ic long dos chcmins do N

do Ia façonsuivante:

Soit ~= (;) un chemindo N dCfini surl’intcrvallc It~,l~I do R.

Soit p0 un pointdoIa fibre do P< au-dcssusdo ot (Pt) Ic rclèvemcnthorizontal

de ~ dans P( issu do Po - Le transportparallèle i~ lc long do ‘~y dans Al estalors

-dCfini par:

(2.1)

oh I’on a fait la conventionsuivantc: Pour tout élCmcnt p do P( do projection i sur

N, onnoteegalcmontp (parabus) Ic difféomorphismcdo F surIa fibre do M en i

défini par: p: F —~ M1 f —~ (p,f)

Pour F = E~iq÷t/ C = O(p + 1 / q + 1), cesconncxionssonl duespseudo-no-

manniennes;pour F = P( E~1q+ 1), C = P0(p + 1 q + I), projcctives-orthogonalcs;

pour F = C = Kpq, conformes.

Nousseronsd’autrc part amonésa utiliser Ia notion suivante,introduitc par Grcub,

Halperin,Vanstoncdans[7. b} (on rappellequosi (= (M, it, N) cstun fibre voctoniol,

il existeun morphismecanoniquedo fibres vectoriols c~M : V( M) ----p M, induit par

l’idcntification entreIafibre Al1 et I’espacctangentT~(Mi) en un point p do M,
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DEFINITION 11.1.1. Soit ( = (M,ir,N) unfibré vectoriel,soil H(M) unsous-fibré
horizontaldo T(M) ci soil KM laprojoclion do T( M) surlefibre ve#icaI V(M),

définie par la donnéedo H(M). On appelle conriexion gdnéralisée sur ( associéc

a H(M), J’applicalion D : S(() —‘ A1 ((N,c~)(S(() dCsignant Jo module des
sections do ( et A’ (N, () Ic module des l-fo,rnes sur N a valcurs dans ~, définie

par:

(2.2) Ds= aM0KMOTS, s E S(()

CettedefinitiongénCraliscen effct lanotiondeconnexionlinCairesurun fibrevecto-
rid. On remarquerado plus qu’aueunchypothèson’estfaitesurIa possibilité do neleven

tout chemindo IabaseN en un cheminhorizontalde M.

11.2. Connexionsconformessurun fibre vectories
11.2.1.Introduction

Soit (= (M, it, N) un fibre vcctorieldcfibre-type ~ au-dessusd’unc vaniété N

dodimensionn. On supposequoccfibreapourgroupestructural C0(p, q) oudo Iacon
Cquivaientequ‘II existesur ( uncclasscconformedemCtriquespseudo-riemanniennes
do type (p,q). Nousnotenonscctteclasscpar [gpq]. DansIa suite nousdCsignenons

par #g le N-isomorphismc dc fibres yectoriels: (~—~ (, induit par le choix d’un

élCmcnt g do [g~~J etpar L~ic N-isomorphismeréciproque.

Nousallons suivreunedCmarcheanaloguea cello développCcdansle §1.1 - Nous

commençonspardéfinir un fibre vecioriel ((augmente))(~ Pourcela on associea P,

fibre principal desnepèresdo (, le fibre principal:

Pt=P x O(p+I,q+l),
CO(p,q)

legroupeC0(p,q) opCrantàgauchesurO(p+ I,q+ I) pani’intermCdiaircdcl’ho-
momorphismedo groupojdéfini par:

j : C0(pq)—~0(p+I,q+ 1)

f ‘—* i(f) : Ep+[q+I~4Ep+Ig+i

Z
0

e1 ~—~pr2(f) e,
xo.

(pr1 et pT2 sontlesprojectionscanoniqucs:pr1 : C0(p,q) —* 1W; pr2 : C0(p,q)

O(p,q)).

On désignerapar ~ lc morphismede fibrationspnincipales: ~ : P —f P1 ; p ‘—+ [p, e],

oh e ostl’élCmentncutncdo O(p + I, q + 1).
Le fibre vectonel~augmentC.~~(~= (M1 , it1, N) ost alons Ic fibre do fibre-typo

~ i ,q+ associCa P1 - Dc façoneanoniquc(en~<transportant>Ia formc bilinCaire
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i ,q+ I do ~ ,q+ suricsfIbres),on munit (~d’unométriquedo typo ( p+ I, q + I),

quonousnoteronsg~,q+ I -

A toutClement g do [g~~l,on associeun N-morphismo do librations : --‘

dCfini a partir do la transformationisotropique p : Epq —+ E~ introduite dansIc

§11. (cf(I.I)). On pnocèdcdo la façonsuivantc:

Lechoix d’un élémcntp do [gpq] conduita Ia reductiondu fibre principal P ~sun

sous-fibréQ do groupestructural 0( p,q) - On adone:

Vy~E M1p1 = q1 -y,q1 E Q1,y E Epq

Posoris:

(2.3) ~9(p1) = )(q1) -p(p)

Los rCsultaLs du §1.1. montrontquo Ic deuxièmemembredo l’egalite (23 no depend

pasdu choixdo q1 dans Q1. Pardéfinitionl’application~ : M ---k Al1, ainsi obtonue

estun N-morphismcC~qui onvoiclos fibres do ( dansIc coneisotropcdos fibresdo

(i correspondantos.ParanalogieavocIc casalgCbriquc,un tel monphismosoraappole

/-~-transformationisotropiquc~>.

REMARQUE. Si g’ estun autroelementdo [Ppq]~ il existeunefonction i sinictomoni

positive sun N tdlle quo: pt = p - On vCrific alors quo:

(2.4) = -

Au fibre vcctoniel (~ost associCle fibre projoctif P( (~)= (P( M1 ) , T~,N ) -

DansIa suite, nousidentifierons P( (j) au fibre do fibre-typo P( ~ I ~ associc

au fibre principal P1 dCfini par:

x PO(p+l,q+I),
O(p+ I,q+ I)

le groupeO(p + 1, q + I) operanta gauchosun PO(p + I, p + I) par I’intorrnédiairo

do la projectioncanoniquch : O(p + I, q + I) —~ PO(p + I, q + I) - (On désignora

pan ,

ti Icmorphismedo fibrationspnincipales: 6 : P
1 —~ P1 p1 I p 6) e) 1

On note fr le N-monphisrnccanonique: h : —f P( (~): ~ dcsignantIc fibre

(M1,*1,N) dCfinipar:

= U (M1 )I avec (M1 )~= (M1 )~ {0 }
ION

Enfin nous introduisonsun fibre en quadniquesprojectivos (, clii fibre c~deMObius”

associCà ( : ( = (MT N) ostle fibre do fibre-typo Epq associc6



CONNEXIONS CONFORMESSUR UN FIBREVE~TORIEL 571

On peutidentifier los fibresdo ( et los espacesdeMöbius ddfinis a partir desfibres

correspondantesde (1.

A partir du diffComonphismelocal cc : ~ —~ ~ introduit dansIc paragraphe

1.1.,on définit un N-morphisme ~i : ( —+ (, enprocédantde Ia façonsuivante:

Vu1 EM1, p1 = p1 y, p1E P1,y e Epg

Posorl2,.

(2.5) @(v1) = ii a 3(p1)

D’aprèslos nCsultatsduparagrapho1.1., Icdcuxièmemembrcdel‘égalitC(2.5) no depend

pasdu choixde p1 dans P1.
L’applieation ~ : M —* M, ainsi obtcnueestun N-monphismeC~du fibre (

dansIc fibre (. Pardefinition, c’estdo plus un difféomorphismelocal.

1 désignantle N-morphisme do ( dans P((1) dCfini par los inclusions:

M1 C I P( M1) ‘1/ Vx E N, on pout résumerccqui précèdcparIc schemasuivant:

M1 D -~ P(M1)

(2.6) T’

avec: iro~ = io~,Vg £ EPp,g]-

11.2.2. Connexionsgeneraliséesconformessurunfibre vectoriel

DEFINITION 11.2.1. Soit ~ = (M, it, N,Epg) unfibre vectorieldofibre-type ~ ci do
groupestructural CO( p,q) -

Soil (= (M, W,N, L~) Jo fibre ‘~dcMObius.~associéa (.

UneconnexiongénCralisCeD sur (, assocléca un sous-fibrChorizontal H ( M) de

T( M), estdite conforines’il existcuncconncxiond ‘Ehresmannconformc H( M) sur
( telle quc:

= H((M) flço~(T(M))

ofi ~ estIcmorphismctic fibrationsdiffércntiablesde ( dans ( défini en (2.5~.1.

La propositionsuivantopormetdo caractCnisorccs connexions:

PROPOSITION11.2.1. Soil (= (Al, it, N,E~5)un uibrC vectorieldc fibre-typeE~5ci

dogroupestructural C0( p, q).

Soil (I = (M1 , it1, N, E~1g+i) Ic fibre vectonel~augmcntó.’.’associddc (.
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A touteconncxiongénéraliséeconformc D sur ( corresponddo Iii conbiunivogue

uneconnexionlinCairc pseudo-nemannienncV sur Ic fibre (I tel/c quo:

(z
1) étantun chemindifferentiabledo N défini suruncompactJ do R ci .s unc

sectiondo (, on a: D~,s(x~)= 0 si ci seulcmcnts’i/ cxistc un chemindifferentiable

t—~A1,J---~R,to/quo:

(2.7) Vx,(:At-~gos(it)) 0

/Cg étant ía transformationisotropiqucdc Al dans Al1 associCc6 uncThem quoquci-
conquep do ía classcconformesur (.

DEMONSTRATION. Cola roviont a dCmontrerquo touto connoxiond’Ehrosmanncon-

formc sun ic fibre do MObius ( associéa ~ est associCodo façon biunivoquc a une

conrioxionpseudo-nicmannicnncsun (~. Ceci résultcdo ccquo touto connoxionprinci-

paledo forme ci sun P1 corresponddo façonbiunivoquea uneconnexionpnincipalodo

forme C sur P1 parIa relation:

V = (T~h) -

Ainsi toute connoxiongénCralisCoconformo D sun ( corrosponddo façon biunivoquc

a unc connexionlinéairepseudo-nicmannicnnesun -

Montronsmaintcnantquo V et D sont liées par I ‘equivalencedCfinic en (2.7). Re-

venonsaudiagrammo(2.6). II existosunP( (i) unoconnexiond‘Ehnesmannprojectivo-

orthogonaleH( P( Mi)) associéca Ia connoxionpnincipalodo formo C sur P1 -

Soit ‘~ : t —* un chemindifferentiabledo N dCfini surun intorvallc compact J
do R. Notons:

letransportparallèlodo ‘y dans M~ associea laconnoxionV

T~ letransportparallèlcdo ‘~ dansP(M1) associé0 laconnexionH( P( Al1)),

ic transportparallèledo ‘~ dans M associCalaconnexionH( M)

qui définit D.

(2.8) Ona: lof,~=~o1

(2.9 et: 0 T.~ = ~ 0 ~t (surM1)

Soitsunesectiondo (.

Supposonsqu’il oxistoun chomin differentiable t —~ A~,J —÷IR’ tel quo:

V1,(A1~0 s(i1)) = 0

Pourtout t0 E J onadonc: ~ •~gos(i1) = T~()\1,~-~ os(i1~~))
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Donc,d’après(2.9):~

Ona: ~ro~g =io~, d’oh: io~os(;) io~’
1o~os(x~ ), d’apnCs(2.8).

Done: ~os(x1) =i’~o~os(x~)

Le chemin (~o s( xe)) esthorizontalrelativemcnta H(M) ccqui, pandefinition,

entraIneque: D±s(x~)= 0
Inversementsupposonsque l’on ait: D±s(x~)= 0

Pan definition, le chemin (~o s(z~))est horizontalrelativementa H(M). On a
done: ~os(z~) = ~1o~os(xt ) =~ 1o~os(x~)= ~oio~os(z1 ) ~. ~ro~9os(x~)=
iro~o~9os(zt)

D’oh l’on déduit l’existeneed’un ehcmindifferentiable(t —+ —p 1W tel quole

chemin (A1~9a~(‘~)) soit horizontal relativementa V.
Onadonc:V~(A1.~ oS(Zt)) = 0

RemarquonsqueSi g’ = p
2g estun autroClementdo [g~], alons ~, p ~ (ef

2.4) eton a:

o ~(‘~))= 0 .~. Vxt(QIt.~ga.s(z
1))= 0

avec =

DansI ‘équivalencedéfinieen(2.7)onpeutdoncutiliscria transformationisotropique
associéea n ‘importe queuemétnquegdo classeconformesur (.

Laproposition112.1.permetdo définirI ‘expressiondo Ds pours £ S(~.

Soit (U0) un recouvremcntouvert do N dCfinissantun atlastrivialisant do P et
U0 —* P dessectionslocalesdo cc fibre. Los ~ = 7 ai~ dCfinissentdessections

localesde P1.
Soit {s~},i = 1,2 . . rn, le repèremobile de ( dCfini sur U0 par:

s2(z) = ~‘0(x) e~.

Soit {X0, S1, X0.}, i = 1,2,. .. , m, le repènemobilede (I défini sun U0 par:

X0(x) =

S1(x) =

X0.(x) =

Soit ci la matricedeconnexionde V dansce repèremobile. Comme Vg~1~ = 0,

soscomposantesvéniflent:
0 O’_~-~ 0 ‘,j, Ic

110 + 110. — ik
110

(2.10) = v~°.= 0 v~= —2b~kv~
u~b~~+b,,,v~= 0 avee = B(e,,e~).
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Soit s E S( () telle quc D
1 s(;) = 0, ob (;) cstun chemindo N défini sun un

compact J dc R. Ii oxistedoneun ehemindifferentiable (At) do 1W, dCfini sur J

tel quo V~A1.~90 s(z~))= U.
Si s = p’s, ost I’expression locale de s dans Ic rcpèrc mobile {s,} on a:

0 ~(‘~) = p1(y
2(t)X

0 + u’(t)S1 — X0.) dansle repCremobile {X0 S, X0.}
do (~, avee: y’(t) = y’(z1) , y~(t)= Q(p’(t)e~),(p1)étantun chcmindo 1W dCfini

sun J.
DCvelopponsdone: V~p1(y

2(t)X
0+ y’(t)S1 — X0.) = 0.

On obtientlesystèmesuivarlt (00 on Cent ti~(~) = v~(t) poursimplifier):

(2.11) ~1p
2(t) + p~(dy2(~

1)+ p
2(t)u~(t)+ v~(t)y3(1))= 0

(2.12) ~
1y’(t) + p~(y

2(t)v~(t)— v~.(t)+ dy~
1)+ v~(1)y

3(tfl)= 0

(2.13) —~ + p
1(v~(t) — v,°(t)y~(t)) = 0

(2.13)donne~I
1 ~1

Dc (2.12) et (2.13),on dCduitcompto tenudesrelations(2.10):

dy~
1)+.w~1)+

(2.14) 1 -~

O(~) ~~1Y2(m) — Y3(t)Y2(t)) = 0

oh on apose: cc’ = —zi~.;w~= + v~ w~= —v3
0’ -

Le premiermembrede l’égalité (2.14)est l’oxpressionlocale descomposanicsdo

(D~s(;)) dansIc repèremobile {s,}

QuantOl’Cquation (2.11),cUe esttoujours vCrifiée si on a (2.12) ct (2.13): danscc

casolle s’obticnt a partir do I’égalitC:

0 = (v~g~t,~+i)(S(t) , S(t)), avec: S(t) ~‘( 1)S~(I)

Si I’on se placesur U~fl U~ct si l’on eonsidèroIc ropCremobile {s~}do ( défini

par: s~(x) = ~( x) c
1 ainsi quo Ic repCrcmobile {X~,S~,X~.~ do 1I dCfini par

= q~~.X0, 5,’ = ~(i) .e,,X~.= ~fi(T).i0., les fonmulos do transfonnation

descomposantesdo la matriocdo conncxiondo V montrcntquo:
— Los (cc’) dCfinissentunc I-formc 9 sur N 6 valeursdans to fibre ~, sou un

élCmcntdcA’(N,().

— Los (w~) definissentun Clement rj do A 1 (N, () -

— Los (w~)dCfinissontuncconnexionlinCairc VM sur( vCnifiant: VM9 =

E A’(N), pourtoutométnique p do

Par ailleurs I ‘expression: b” ~2 (t) , ost Cgale 6: g’-’ ~ ‘~( ~ I , .s( :r, ) ) - avoc

= g(s,, sd), p étantunemctniqucquelconquedo I ~ I - On ost alorsconduit au

rCsultatsuivant,qui donneuno definition intninsCqucdos connexionsgeneralisecscon-

formcs:



CONNEXIONS CONFORMES SUR UN FIBRE VECTORIEL 575

PR0P0smON11.2.2. Soil ( = (M, it, N,E~~)un fibre vectonelmuni d’unc classe

confomiedométriquespseudo-ncmannicnncs[gpqI~
Uneconncxiongénéraiisécconformesur( estuncapplicationD: S(t) —+ A’ (N, ~,

définicpar:

(2.15) D~s9(X)+V~s+~#9(~(X))g(s,s) —(~(X),s)s;
Te T(N),s E 5(0

p ttant unemétriquequelconquedo ~~r~q
1’9 unélémentde A 1(N c), ‘tj un élément

dc A (N,() ci VM une conncxionlinCaire sur ( vénfiant: VM g, = cc
9,®g’,

£ A’(N), pourtoutemétriqueg’ do [g~9]. .

Désormaisnousécrirons: D = (0,VA1, i~) ouplussirnplcment,D = (9,V, ~).

11.23. Courbured’une connexiongeneraliséeconforme

Soit D = (0,V,~) une connexiongCnéraliséeconforme sun un fibre vectoriel

(= (M,it,N,Epq,[gpqIL
Soit F le morphismehorizontalde ( associC a D; c’est Ic morphismede fibres

veetorielsde it(T(N)) dansT(M) dCfini par:

(2.16) F3~1>= (T1s) — (aM)3~)a (Ds)1,x £ N,s £ S(()

(Onrappellequea~désignelemorphismecanoniquede fibresveetorielsV( M) —* Al).
On définit Ia courburedeIa connexiongénéraliséeD en considérant l’applieation:

S(() —~A
2(N,c~), déflniepar

fUX,Y).s ~M(r’
8(EX,Y1) — [F3(X),F3(Y)j),

(2.17)
sE S~),X,Y£T(N)

(cf[8], [13]).

Un calcullocal montrequo:

(2.18) = e(x,y) + K(X,Y).s+
(H(X,Y),s)s,s£ S(O,X,Y E T(N)

oh: • B £A
2(N~)estdéfiniepar:

(2.19) �J(X,Y) = V~0(Y)— V~0(X)— 8([X,Y])
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• He A2(N,~)est définiepar:

(2.20) H(X,Y) = V~~j(Y)— V~~i(X)

• KEA2(N,~®c) estdéfiniepar:

(2.21) K(X,Y).s=R(X,Y).s+[0,,
1](X,Y).s

oh R désignelacourbuncdo la connexionlinCaire V ct oO on a note:
[~,‘i] I’dlCmentde A

2(N,( ® () défini par:

L0,ii](X,Y).s= 0(X)(’r~(Y),s)+ #
9(i1(X))(L9(0(Y)),s)— (9(X),i1(Y))s

— O(Y)(ii(X),s) —#9(rj(Y))(I:’9(9(X)),s) + (O(Y),r1(X))s

(On remarqueraqueIc terme: #9(i7(X))(~9(0(Y)),s)no dependpasdu choix do la

métriquep do

En particulier si ( = T(N), B, H ot K définissentdes tonseunssur N do types

respeetifs(1,2), (0,3), (1,3) quo l’on appellera tonscurs decourburc dc Ia conncxion
généraiisécD -

11.2.4. ConnexionsdeCartan et cerciesconformes

Soit ( = (M,it,N,E~9)un fibre veetoricl muni d’une classc confoniic LPpqI
do mCtniquesdo typo (p, q). Danscc paragraphc,nousconsidCronsdes connoxions
gCnCnalisCeseonformessur ( particulières,IiCcs a Ia notion deconncxiondo Cartan(cf

[4], [5], [9]).

- DEFINITION 11.2.2. Soit x = (M, ~, N) un fibre dc fibre-typo Epq. On supposequo:

dim = dim N (soil m = n), ci quo x apourgroupcstructural C0., sou.c-groupo

d‘isotropic do PO(p+ I, q + 1) pourIcpoint ~- do ~ (cf § I - I ) - Soit P~Jo IIhrC

principal dosrepèrcsdo ~ ci P5 Ic fibreprincipal:

x PO(p+ 1,q+ I)

Go.

Le fibre x admetonesectioncanoniqucci~dCfiniepar:

= P1-’o• P1 E (P5)1

On appelle conncxiondo (‘artan conforrne sur x touto connexion associco6 uno
connexionprincipalcsur P5 vérifiant Ia conditionsuivante:

L’ application~ quia toutchampdc vcctcursX sur N as,socicIa composantevor-

ticalc do Ta0( X) estunesoudurcdo N ci M, i.e. (a0 , ,8) dCfinit on isornorphisine

tie fibres vcciorielsde T( N) sur V(a0( N)), fibre vectoricidc base ~ ( N) induit

par Jo fibre vertical V( M) -
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Supposonsque le rangdu fibre ( soit égal a n etconsidCronsle fibre do Möbius (
assoeiCà((of § 11.2.1.).Cefibre ( apourgroupestructural:hoj(CO(p,q)), quiest
un sous-groupedo G0.. Ii peutdoneCtne considCnécommeun fibre a groupcstructural

C0.. A ccLitre, ii admetuncsectioncanoniquea0 qui est lide a la sectionnulle ~ü du
fibre vectoniel ( parLa relation:

a0 = 0

oO ~ : ( — (, estIc N-morphismedefibrationsdifférentiablesdCfini en (2.5).

Soit D = (9,V, ~) une connexiongénéralisCeconformesun (. Par definition (of
dCf.II.2.1), D estissued’uneeonnexiond’EhnesmannconfonmeH(V) sunIc fibre de
MObius (. Considérons l’application /3: T(N) —+ V(M) (dCfinie parLa eonnexion

H(M)), qui a eteintroduite dansla définitionll.2.2. II resulte do Ia definition do .D
quo:

/3 = ~ o(c~)~ 00

(On rappelLeque a~estle morphismeeanoniqueV( Al) —~ M).
~ étant un diffComorphisme local (of (2.5)), /3 est une souduredo N ci M Si Ot

seulcmcntsi 0 vénifie La condition:

9(X) = 0 ~ X = 0

Ainsi H(M) est uneconnexiondeCartanSi et seulementSi 0 vénifie (2.22).

LesconnexionsgénéralisécsD = (9, V, rj) telIesquo 9 vérifle(2.22)serontdone
dites((do Carians~.

Soil D uneidle connexion.En considCrant Ia connexion do Cantan H(M) dont

dc estissue,on peutintroduirelanotionde cerclcconforme(nesp. droiteminima):

DEFINITION 11.2.3. Soit H( IvI) uno connexiondo Cartan conformesur un fibth

x = (IvI, it, N) tie fibre-type E~9(p+ q = n) et do gmupestnictural G0.. Soil
a0 ía sectioncanoniquedecc fibre.

Un chemin(xe) do N cst dii cercleconformo(resp. droito minima)silo develop-

pementdu chcmin(a0 (;)) do M da.nsía fibre au-dessusd ‘un pointde (;) (fibre
queI ‘on identifiea E~) cst un cercleconforme(rcsp. uncdroitcminima) de Epq -

Nousallons caractCnisenlos cerclesconformes(resp.les droites minima) dCfinis pan

La connexiongeneralisee~(dcCartan>~D considCrCeplushaut.

Soit ‘~= (xe) un ecncleconforme do N, supposesimple et nCgulier,dCfini sunun

intervalle I do R. Par dCfinition(cfpancxcmplc[41,[5]),ledCveloppcmentdu ehemin

(a0(x1)) dansLa fibre de M au-dessusd’un point z, do (it,) est ic chcrnin (U,)
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ii, =

étantle transportparallèlele longdo ‘y dans Al associCala connoxiond ‘Ehresmann
H(M).

Reprenonsles notations introduites dans les paragraphesIl.2.1.et11.2.2:

Ona: i(i1) = 1~’o~oa0(;)= i~’ oito~ os0(it,) = *0T~1 op9os0(it~) (cf

(2.6),(2.8), (2.9)).

D’oO: i(1i) = ~r(u,), oh (ut) estledéveloppementduchemin(~9os~(x~))dans

Ia fibre de M, en -

Soit ~ un élémentquelconquede la fibre de P1 en it,; on pout supposcrque

=

7~(po),~ Po apparticntala fibre do P, en ;. Par hypothèscon a: ~(u,) =

~ oh (ti,) est un concleconformede E~
9.D’aprèsIaproposition1.2.1 dii § 1.2., il

existeun chemin differentiable (z,) do ~ dCfini sur I vCniflant Ics conditions

suivantespourtout t dans I

= it(z~); Q~1,9~1(z,)= 0; ~(z,) = 0; Q~+,9+,(z,)~

(r étantun paramètrcsunla courbe).

Onadonc: ~r(u,) = i(11,) = h(p0).i~,= it(p0.z,) pardCfinitiondo ic.

Ii existedoneun ehemindifferentiable: ), : I —+ ~,, I —~ 1W tel quo: )~,.tu, = Po -

2t

D ‘Oh il resultc quo:

= 0

Soit V la connoxionlinCaire sunIc fibre veetoriel~<augmcnté>(~, liCe a D par I’m-

termédiainod’uno transformationisotropiquo ~ (cf prop.II.2.1.; p cst uno mCtnque

quclconqucdo [Ppq]). DCsignonspar S
0 la sectiondo ~ dCfinic par S~= 0

Par definition ~ est Ia composantoverticaledo ~ c’est-à-diro:

V~ S0

On a done:

(2.23 V~)~S0)= 0

Do plus l’hypothèsc: Qp+iq+i (~~)~ 0 Vt E I, ontraInequo:

(2.24) g~~19+,(V~(~So),V~(XS0))~ 0
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Inversoment, Soit (it,) un chemindifferentiablesimple et regnlien do N, défini sun

un intervalle I de R. Supposons qu’iI existeun chemindifferentiable )~: t —~ 1W,

ainsi qu’un paramètro r sur Ia courbe tots que l’on ait (2.23) et (2.24). Soit (u,)
le développement du chemin (S0 (t)) dans la fibre de M, au-dessus do it,. On

a: u~= PO.Zt, oh (z,) est un chemin do E~1,9~1qui vdrifie los conditionsdo la

proposition 1.2.1. Le chemin (‘q,) défini par: y~,= lr(z,) est done un cerolocon-
forme d~E,~.D’apnès la demonstration préc&Iente, le developpement (ii,) du che-
mm (a0 ( it,)) dansla fibre de M au-dessusdo it,0 est doneun cercleconformede
la fibre. Par definition, le chemin (it,) est done un cercleconformedo N. On peut

faire une demonstration identique en partant d’une droite minima, on a done Ic rCsultat

suivant:

pRoposmoN11.2.3. Soit D une connexionconfotme do Cartan sur oin fibre

(= (M, it, N, Epg) munid’uneclasseconforme[g~9] tie métriquesdo type (p, q).

Soit s0 Ia sectionnulle do ccfibre.
Soit V laconnexionlinéairepseudo-riemanniennesurlefibre ~augmenté.~(,, liCea

D par! ‘intermCdiaired ‘une transformationisotropique~ (cfprop. 11.2.1).Désignons
par So lasectiondu fibre (~dCfiniepar:

S0 = 0

Pourqu‘un chemin ‘~: t —~x~,I —~ N, simpleet régulier, soit un cercleconforme

(resp. unedroiteminima) iI fautci II suffit qu ‘ii existeun chemin )~: I —+ R~tel quo:
• V~r)~S0= 0 (resp. V~)~S0 = 0) (r dtantun paramètreconvenablesur la

courbo).

• 9p+i,q+i(V±,~So,Vz,~o)~0(resp. g~+I,9+I(VZ,~SO,V±,~SO)= 0) .

On peut comparer cc résultatet ceuxdo [18], [19], obtenusscion unedCmarche

différente,baséesun Ia théonie des repèrosmobilesconformesd’E. Cartan.
L’Ctudo dCtaillécdo cescerciesconformesetdo cesdroitesminima sera dCveloppée

ultCrieurement.

11.3. Une application aux theoriesrelativistes de l’élecromagnétisme

Pour conclure, nous donnons un exomple d’application de La notion de connexion
génCraliséeconfonmesun un fibre vectoriol.

Considerons la vaniCté espace-temps V munie d’une métrique p do type (1,3)
(+, —, —,

En relativité generalc classique,un champClcctromagnCtiqucesi reprCsentCparune

2-forme F sun V vénifiant los equationsdo Maxwell:

dF = 0
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6F + J 0, oh 6 désigne l’opCrateur eodiffCrcntiellc et J Ia 1-fonnedonsitC do

charge-counant.
Soil F un champClectromagnCtiquesur V.
A ta metriqucp et auchampClectromagnCtiqueF, on associcIa connexiongCnCra-

liseeconformeD= (0,V,-rj) sun T(V) détcrminécpar:

(i) la 1-forme ,i àvalcursdansT(V)’ définic par: mi(X) = —X JF

(ii) la 1-fonno & a valeursdans T(V) dCfinic par: 9(X) = — +#g( ~1(X))

(iii) la connexion do Lcvi-Civita V sun V.

Par definition (cf Prop. 11.2.2.) on a:

(3.1) DxY=VxY+0(X)(l_g(Y,Y)), X,YET(N)

ConsidCronslos 2-fonmes 0, K, H, associCesa Ia courburedo D (cf (2.18), (2.19),

(2.20),(2.21)).

Ccs 2-fonmesdéfinissentdes tcnseurssun V dc typesrcspcctifs(1,2),(I,3),(0,3).
Los composantcslocalesdo ces tcnscunsdans un systèmedo coordonnCcs {x’},

= I , 2 , 3 , 4, soredonnCcspar:

= (dI’,B(3),&k)) = —~(V,F~— Vk~)

K~= (dI’,K(ak,al)a))= R~—F~P~~+FJ~k

H
2).k = H(1

9J,3k)ô,= V)F,k — VkF,)

Los equationsdoMaxwell s‘Ccnventalors:

>~H(X,Y).Z = 0

x,Y,z
~2T+ J = 0

oh T ost Ia 1-formesurN do composantcslocales T~= (T~,)-
L’invarianceconfonmedesequationsde Maxwell résulic do I ‘invariance conformc

des tenscurs do courburo do D.
ConsidéronsmaintonantIc tcnseurK do type(0,2) dCfini par:

K( 3~,3~) K,
3 = K~3

On a: K~1= R,3+ F~kF~,(R~1)CtantIcs composantosdo Ric, tonscurdo Ricci do V.

Désignonspar K Ia fonction sur V dCfinic par K = g°K,3, on a:

K — = Ric — + E

ohSestIacourburescalaircdo Vet E le tenseurd‘impulsion-óncrgieClecirornagndtique.
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Co tenseurestddflni par:

E~,= ~ — F~kF,~

RemarquonsalorsquolesequationsdCfiniespan: K — = 0, peuvent s’interpr&er
commelesequationsd’Einstein d’un schemade type <électromagnétiquepun>>.

En elTet oesschémasvériflent: J = 0 et C Ric — = )~.E, oh )~est une

constante(cf par ox. [11] §1 p. 154).
On a done: S= 0 car E estdo trace nulle.
Ainsi le tonseurd’impulsion-énergieélectromagnCtiquepout êtrc défini geometrique-

mont,a partird’un destenseursde counbure de la connexiongénéralisde D définie plus
haut.On poutégalementinterpreterlos equationsdestrajeetoiresdo centainesparticuies

chargéesen considérantcetteconnexionD:
Dans [11] (of §33 p. 68) A. Lichnerowicza établi que, en presenced’un champ

ëlectromagnétiqueF, Iatnajoctoircd’uncparticulechargdepourlaquellele rapportdela
chargealamasse-~- estconstant,cst lacourbe ‘y, onientéedansIc tempset paramétrée

m
par la longueur d’arc s, venfiant les equations:

(3.2) V.7’13. = —~‘.‘y~.

oh ‘ye. ost lo veetoun tangent a la courbe en ‘~(a) et .~‘ Ia 1 -formesun V a valcuns dans

T(V) définiepar: g(F(X),Y) = F(Y,X)

PROPOSITION11.3.1.. En presenced ‘on champeloctromagnetique,Ia trajoctoiro d ‘one
particule chargdcpourlaquelleJo rapportdo Ia chargea Ia masse-~- osi constantestJa

courbe (‘y,) oncntoedansJo tempsvonfiant:
• D1~~,. = 0, oh D ostIa conncxiongénéraliséeconformedCfinie en (3.1).

• g(~,.~,.)tI
2= _~+ + i =

En effet D
1 ‘y,. = 0, donne:

~ — ~ 1 — ~2) = U

D’oh enparamétrantparIa longueurdo l’arc:

V.1’y8. = ~-F.’y3.(p~ — ~.i), car ~zestune constantc.

Comme p cst raeincdo I’équation: X
2 + 2 ~X — I = 0, on obtiont finalement

l’equation(3.2). .
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